Semana 9

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 1 a 8 de la Guia 3. Los ejercicios propuestos que no estén en la guia (pero que se
relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Antes de comenzar con los ejercicios de la semana 9, vamos a repasar algunas definiciones y
propiedades que vamos a usar a lo largo de esta semana.

Un producto interno en un K-espacio vectorial V es una funcién (-,-) : V. x V — K, tal que:

i) Para cada A\ € Ky para cada z,y,z € V

Un K-espacio vectorial con producto interno (-, -) se llama espacio euclideo y lo denotaremos
por (V7 < KN >)

\.

Observar que si (V, (-,-)) es un espacio euclideo entonces:

= (z,2y) = (My,z) =M (y.z) = A (y,2) =X (z,9),
donde usamos i.2) y ii) de la definicién de producto interno y que si z, w € C entonces Z

=Zw.
» (z,z) ERTy (z,2) =0siy sdlosiz=0y.
De hecho, (z,z) € RT por iii) de la definicién de producto interno. También por iii) tenemos

que si (x,x) = 0 entonces z = Oy. Reciprocamente, como Oy = 0 - Oy, por ii), (Oy,0y) =
<O 0V50V> :0<OV)OV> =0.

Veamos algunos ejemplos de funciones que definen productos internos en los K-espacios vecto-
riales correspondientes.

Ejercicio : Demostrar que las siguientes funciones defininen productos internos en los K-espacios
vectoriales indicados:

a) (-,-):C? x C% — C definida por
(2,y) =y Az,
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donde A = [—i 9

} , define un producto interno en C? (visto como C-espacio vectorial).



b) (-,-):C([0,1],R) x C([0,1],R) — R definida por

1
(f.9) = /0 £(t) g(t)dt,

define un producto interno en C([0, 1], R).

c) (+-):Ro[x] x Re[x] — R definida por

(p,q) = p(0)q(0) +p(1)q(1) + p(2)q(2),

define un producto interno en Ro[z].

Dem. a): Veamos que la funcién (-, -) cumple con los axiomas del producto interno.
i) Para cada A € C y para cada z,y, z € C?, tenemos que
l.{(z+y,z)=2"Alx+y) =z*Ac + 2" Ay = (z,z) + (y,2) .
2. (Az,y) =y"A(A\z) = AWy Az = A (z,y) .
Observar que los items i).1 y i).2 valen para cualquier matriz A.
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ii) Observar que A* = AT = [ i 9 ] = A. Entonces, para todo z,y € C?,

(z,y) =y Av =y A"z = (2" Ay)" = z* Ay = (y,x).

Donde usamos que como z*Ay € C entonces (z*Ay)T = (2*Ay) y entonces (z*Ay)* =
(z*Ay)T = (z*Ay).

iii) Sea z = [ xl } € C? entonces
2

. R 2 | o 2z1 4 ix9 .
(z,x) =2 Az = [T7 T3] [—i 2] [m]—[mm] [—i$1+2x2}_

= 2T1w1 + iT129 — iT2x1 + 2Tawy = [T1wy + iT129 — iT2w1 + Toxo] + T1x) + Toxe =
(z1 + ix2)(z1 + i) + Trxy + Toxg = |21 + ixa|® + |21] + |22)°.

Entonces, como |z1 + iza|?> > 0,|z1|*> > 0y |z2/> > 0, tenemos que (z,x) > 0, para todo
r € C2. Ademss, si (x,2) = 0. Entonces |z1 + iz2|?> = 0,]z1/> = 0 y |22> = 0, entonces

x1 = x9 = 0. Por lo tanto, (x,z) > 0 siy sblo si z = y se cumple iii).

0
0
b): Veamos que la funcién (-, -) cumple con los axiomas del producto interno.

i) Para cada A\ € R y para cada f,g,h € C([0,1],R), tenemos que



Lu+mm=ﬁf+g — SN0 + 90) h(t)dt = [A(FER(E) + g(t)h(t))dt =
fol (t)t + [y g(t) h() < h) + (9, >
(Af,9) = [y D@ g(t)dt = 5 Af(t) g(t)dt
ii) Para cada f,g € C([0,1],R), tenemos que

:/ﬂwwmz/mwmwzmjw
0 0

iii) Sea f € C([0,1],R), entonces, como f(t)? > 0 para todo t € [0, 1], se sigue que

Jb ::A<jzg>'

1
UJ>=Ajvﬁﬁ>a

Ahora, supongamos que ( f, f fo (t)%dt = 0. Si f # 0, entonces existe to € [0, 1] tal que
f?(to) > 0. Como f es contmua 1? tamblen es continua y, por definicién de continuidad, como
f?(tp) > 0 existird un entorno alrededor de o tal que f? seguird siendo positiva en los puntos
de ese entorno. Matematicamente esto se traduce a que, si llamamos € := @, entonces existe

§ > 0 tal que si |t — tg| < § entonces |f2(t) — f?(tg)| < €. Es decir, si |t — tg| < , entonces

f*(to)
y

F2(t) > f2(to) —e=

Entonces

1 to—0 to+0 1
5/ﬂ@ﬁ=/ f%m+/ Pod+ [ Pde>
0 0 t

0—9d to+d

0 0 0 )
/t ’ fA(t)dt > /t ’ fQ(tO)dt = fQ(tO)(to +6 — (to — 08)) = f%(to)d > 0.
t t 2 2

0—0 0—0
Lo cual es absurdo, porque ( f, f) = 0. Entonces (f, f) = 0si y s6lo si f = 0 o equivalente-
mente, ( f,f) > 0siysélosi f#0y secumple iii).

¢): Veamos que la funcién (-,-) cumple con los axiomas del producto interno.

i) Para cada A\ € Ry para cada p, q,r € Ra[x] tenemos que

L(p+qr)={@+qO)r (0)+(p+(J)(1)7“(1)+(p+Q)(2)7"(2)=(]29(0)+Q(0))?”(0)+(p(1)+

QE 5)(()]) +E p(2 )> <( ))7;(2) = [p(0)r(0) + p(1)r(1) + p(2)r(2)] + [g(0)r(0) + ¢(1)r(1) +
§A<p7 )>= (Ap)(0)r(0) + (Ap)(1)r (1) + (Ap)(2)r(2) = Ap(0)r(0) + Ap(1)r (1) + Ap(2)r(2) =
p:q)-

ii) Para cada p, ¢ € Rp[z] tenemos que
(p,q) = p(0)q(0) +p(1)q(1) + p(2)q(2) = q(0)p(0) + q(1)p(1) + ¢(2)p(2) = (g, p) -
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iii) Sea p € Ry[x] entonces, (p,p) = p(0)2 + p(1)% + p(2)? > 0. Por otra parte, si
(p.p) = p(0)* +p(1)* + p(2)* = 0,

como p(0)2 > 0, p(1)2 > 0 y p(2)®> > 0, tenemos que p(0) = p(1) = p(2) = 0. Es decir,
el polinomio p tiene 3 raices. Como p € Rg[z], si p # 0, por el Teorema Fundamental del
Algebra, p tiene 2 raices, lo cual es absurdo (vimos que p tiene 3 raices). Entonces p = 0.

Por lo tanto (p,p) > 0 si y s6lo si p # 0 y se cumple iii).

Ejercicio : Justificar por qué las siguientes funciones NO definen productos internos.
a) La funcién ¢ : C? x C? — C definida por

P(z,y) = 2" Ay,

1 1
donde A = [1 1}

b) La funcién ¢ : C([0,1],R) x C([0,1],R) — R definida por
1
o(f,9) :/0 (t—2) f(t) g(t)dt.

c) La funcién ¢ : Ro[z] X Ra[z] — R definida por

f(p)(q) = p(0)q(0) + p(1)q(1).

Dem. Observar que las funciones ¢ de los items a),b) y ¢) cumplen los items i.1), i.2) y ii) de la
definicién de producto interno. El problema va a estar en el hecho de que niguna cumple el item iii).

a): Sea r = [ ] € C2, entonces,

-1

oo =1 -1 |1 1] L] =0

pero x # 8 . Por lo tanto ¢ no cumple el axioma iii) de los productos internos.
b) : Sea f(t) =1 € C([0,1],R). Entonces,
2

1
o(f. ) =/0 (t—2) 1dt = (5~ 21l = —2 <0,

Por lo tanto ¢ no cumple el axioma iii) de los productos internos.
¢) Sea p(x) = x(z — 1) € Ra[z], entonces p(0) = p(1) = 0. Entonces

¢(p,p) = p(0)* + p(1)* =0,



pero p # 0 (el polinomio nulo). Por lo tanto ¢ no cumple el axioma iii) de los productos internos.
O

Antes de resolver el Ejercicio 1, recodemos la siguiente definicién: sea (V, (-, -)) un K-espacio
euclideo y sea A un conjunto no vacio de V entonces el subespacio ortogonal a A, denotado por A+
se define por:

At ={veV:(v,a) =0 para todo a € A}.

Usando los axiomas de la definicién de producto interno es facil ver que A* es un subespacio de
V (incluso cuando A es un conjunto cualquiera no vacio que podria no ser un subespacio). Se deja
la prueba como ejercicio.

Ejercicio 1: Sea (V,(-,-)) un C-espacio euclideo finito dimensional y sea vg € V\ {0} un vector
arbitrario pero fijo.

a) Comprobar que la aplicacién ¢ : V — C definida por

¢(v) := (v, v0)

es una funcional lineal de V. Describir su nucleo e indicar la dimensién del mismo. Observar
que
V = Nu(¢) ® gen{vo}.

b) Explicar por qué la aplicacién ¢ : V — C definida por ¢ (v) := (vo,v) no es una funcional
lineal.

Dem. a) : Usando los items i.1) y i.2) de la definicién de producto interno, tenemos que, dados
u,v e VyeC,

P(u+v) = (u+v,00) = (u,v0) + (v,v0) = ¢(u) + ¢(v),

d(Au) = (Au,v9) = A (u,v9) = Ao(u).

Por lo tanto ¢ es una funcional lineal de V.

Veamos que V = Nu(¢p) ® gen{vp}. Primero, veamos que Nu(¢p) N gen{vg} = {Oy}. Sea v €
Nu(¢) Ngen{vg} entonces, v € Nu(¢) y v € gen{vg}. Como v € Nu(¢), tenemos que ¢(v) =0y
como v € gen{vg} tenemos que v = avy para cierto o € C. Entonces

0= ¢(v) = (v,v0) = (avo,vo) = a{vo,v0) -

Usando iii) de la definicién de producto interno, tenemos que (vg,vg) > 0, pues vy # 0. Entonces
se sigue que o = 0, entonces v = avg = Ovg = Oy, y probamos que Nu(¢) N gen{vg} = {Ov}.
Veamos ahora, que V = Nu(¢) @ gen{vg}. Sea v € V, entonces, como ¢(v) € Cy ¢(vo) # 0,

podemos definir el siguiente escalar complejo: o := q(f((';i))) € C. Entonces, es facil ver que

v = vy + [v — avg.



Entonces, usando que ¢ es una funcional lineal y la definicién de «, tenemos que
_ _ ¢(v) _
$(v — avg) = ¢(v) — ag(vo) = ¢(v) — ¢(vo) = 0.
b(vo)
Por lo tanto, v—awvy € Nu(¢). Entonces v = vi4vy con vy := v—avg € Nu(¢) y va := avg € gen{vp}.
Por lo tanto v € Nu(¢) @ gen{vg} y se sigue que
V = Nu(¢) & gen{vo}.

Observar que para hacer estas cuentas no usamos que V es de dimensién finita.
Finalmente, ahora si, como V es de dimensién finita, podemos aplicar el Teorema de la dimensén
de la suma de subespacios y entonces,

dim(Nu(¢)) = dim(V) — dim(gen{vg}) = dim(V) — 1.

Notar que
Nu(¢) = {v € V: ¢(v) =0} = {v € V: (v,v9) = 0} = gen{vo},
para la tltima igualdad usamos la definicién de subespacio ortogonal del conjunto gen{vg}. Notar
que gen{vo}t ={v € V:(v,0/) =0:v € gen{v}}={veV:(v,ary)=0:a€Cl={veV:
(v,v9) = 0}, meditar por qué vale la dltima igualdad.

b) Tomemos i € C, entonces usando los items i.1) y ii) de la definicién de producto interno,
tenemos que

P(ivg) = (wo,ivo) = i (vo,v0) = —ith(vo) # i) (vp),
donde usamos que ¥ (vg) = (wvo,vo) > 0 para afirmar que —itp(vg) # itp(vg). Por lo tanto, ¥ no es
una funcional lineal, ya que existe un escalar o € C tal que ¥ (avg) # atp(vp). O

Espacios normados y algunas propiedades

Una norma en un K-espacio vectorial V es una funcién || - || : V — RT, tal que:
i) ||z|| =0 si y solo si z = Oy.
ii) ||Az| = |A| [|z||, para todo z € V, A € C.
iii) ||z + y|| < ||=|| + ||y||, para todo x,y € V (desigualdad triangular).

El par (V,|| - ||) se llama espacio normado.
Si (V,(-,-)) es un K-espacio euclideo, la funcién
ol = ()2

define una norma en V. Dicha norma se llama la norma inducida por el producto interno.

Se deja como ejercicio verificar que si (V, (+,-)) es un K-espacio euclideo, la funcién

|| == (a,)'/?

define una norma en V. Ayuda: para el item iii) usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz.



Sea (V,(-,-)) un K-espacio euclideo y || - || la norma inducida por el producto interno. Las
siguientes propiedades la vamos a usar en lo que resta de la Guia.

lu +olI* = Jlull® + [[0]|* + 2 Re({u,v)). (1) ]

De hecho, usando los axiomas de la definicén de producto interno, tenemos
lu+0l? = (uto,uto) = (uu)+{uo)+ (v,u) + (v,0) = [u]* + (u,0) + (u,0) + |o]* =

= [lull® + [lv]|* + 2 Re((u,v)).

Teorema de Pitagoras Si (u,v) = 0 entonces

llu +ol* = [lull® + flo]|*. (2)

La prueba de (2) es inmediata usando que (u,v) =0y la ecuacién (1).
Finalmente, si (V, (-, )) es un R-espacio euclideo, la ecuacién (1), nos queda
lu+ ol = flufl? + [Jv]]* +2 (u,0) . (3)

Entonces,

lu =l = llu+ (<o) = llull® + | = ol* + 2 (u, —v) = Jul]® + [[v]* = 2 (u, ~v). (4)

Entonces, si hacemos la resta de las ecuaciones (3) y (4), se sigue que:

si (V,(-,-)) es un R-espacio euclideo entonces,

4(u,v) = flu+ol* = lu—v|. ()

Matriz de Gram, Gramiano y triangulos

Sea (V,(-,-)) un K-espacio euclideo. Y sea X = {x1, 22, - ,x,} un conjunto de vectores de V,
se llama la matriz de Gram y se denota por Gy a

<l‘1,IL‘1> <:E1,$2> (l’l,l’,«>
Gy = <x2,x1) <x2,w2> <1’2,$T>
<$T7‘x1> <$T;x2> <557“a.$7">

Observar que Gy € C™*". Llamaremos Gramiano de X al determinante de Gy.



Antes de resolver el Ejercicio 3, recordemos algunas propiedades de la operacién *. Sea A €
C™*™ (cuando n = 1 tenemos un vector columna), se define

A* = AT,
Entonces:

» (A+ B)*=A*4 B*, A,BcC™™",
aA)* =aA*, AeC™" «eC.

(
(
(AB)* = B*A*, A€ C™" B eC™™,
(

A=A, AeCmxn,
» Si A€ C™! =C (es decir A es un escalar) como claramente A7 = A, tenemos que A* = A.

Si hay alguna duda con alguna de las propiedades se recomienda probarlas.

Ejercicio 3: Sea (V,(-,-)) un C-espacio euclideo de dimensién n y sean B = {v1, v, -+ ,vp}
una base de V.

(vi,v1) (v,v2) - (v, vn)
V9,V Vg,V <o {9, v,
a) Comprobar que Gp := (o201} {vz,02) (02, )
(vn,v1) (wvn,v2) -o+ (Un,0n)

es la tnica matriz de C™*™ tal que

(z,y) = ([2]°)" G5 [Y]P = (W]°)* G [«]",
para todo x,y € V.

b) Comprobar que si B’ = {v], v}, -+ ,v],} es otra base de V vale que
Gp = (M§)" Gp M,

donde M, g, es la matriz de cambio de coordenadas de las bases B’ a B.

Dem. a): Sean z,y € V. Como B es una base V, entonces = ajv] + agve + - - - + a, vy, para ciertos

ai,ag, - ,an € Cyy=bv +byvg+ -+ byu,, para ciertos by, by, -+, b, € C. Entonces, es claro
que
al b1
as ba
@f= | | W=
an by,



Usando los items i.1), i.2) y ii) de la definicién de producto interno, tenemos que

<CC,y> = <a101+---+anvn,b1v1+~--+bnvn>
= a1by (vi,v1) + -+ a1by (vi,0, ) + -+ apby (Vp,v1) + -+ + anbp (v, vn)

b b
by by
=ai[(vi,v1) - (v,on)] |0 |+ an[(ve,v1) 0 (v, vn)]
bn bn
b
b B\T B
=la1 az -+ a,] G . = ([z]7)" Gz [y]°.
by
Por tltimo, como (xz,y) = [([z]®)T Gp [y]F] € C arriba vimos que [([z]5)T Gz [y]B]T =
[([z]®)T G [y]?]. Entonces, tenemos que
—_ —_ 7’1_' %
(z,y) = ([2]°)" G5 WP = [([21°)" G5 WIF]" = [I® G5 (([2]°)")" = (W]°)" G5 [2]°.
Veamos que Gp es tnica. Supongamos que existe otra matriz A € C™*" tal que
(z,y) = ([]°)" G5 B = ([21°)" A [y]B.
1
0
Entonces tomemos x = y = vy, entonces, es claro que [z]® = [y]B = . | = e1 (el primer vector
0
de la base canénica de C™). Entonces,
6{ GB €] = (GB)H = 6{ A €] = AH.
Es decir el lugar (1,1) de A y G coinciden.
Siguiendo con esa idea, tomemos x = v; e y = vj con i € {1,2,--- ,n} y j € {1,2,--- ,n}.
Entonces [7]® = ¢; y [y]® = e; (los vectores i-ésimos y j-ésimos de la base canénica de C").

Entonces
ef Gpej=(Gplij=¢e Aej=Ay;

Por lo tanto, el lugar (i,j) de A y Gg coinciden para todo ¢ € {1,2,---,n} y j € {1,2,--- ,n}.

Entonces A = G como queriamos ver.

/

b) : Recordar que M5B es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores v/, v, -+ v
B 1> Y2 » Un

en la base B, es decir
Mg = [ [1]7 [v5)% -+ [P ).

n



Es facil verificar que

(11]5)"
orgyr = | )
([on]B)"
Entonces
([v))P)"
BA\T B _ [vé]B)T / / _
(Mp)" G Mg, = : Gp [ [v]P [v5]P - [ ]F ] =
([vn)B)T
P G [i]P ([01]°)" Gp [vh)8 ([v11B)" G [vy)P
_ | @ G )P ([5)°)" Gs [5)° ([v5]®)" G [v;]P
([von]P)" G [vf]B ([%]B)T'Gs [v5]8 ([vn]P)" G [v},]B
(v 1) (vp,09) (v1, v
| () (d) o Gl |
(v, vh) (W) o (W)

donde, usamos que por el item a), vale que

(vi,v5) = (Wi®)" G [v]]5,

para cada i € {1,2,--- ,n} yje€{1,2,--- ,n}.

A partir del ejercicio anterior podemos afirmar que

este caso, llamamos a Gg la matriz del producto interno (-,-) en la base B.

La matriz de Gram de una base B determina univocamente al producto interno (-,-).

En

La siguiente propiedad la vamos a usar para resolver el Ejercicio 6 y tiene interés en si misma.

un conjunto de vectores de V. Entonces

{z1,22, -, 2} es LD si y sélo si det(G g, 29, z,}) = 0.

FEs decir el Gramiano es nulo.

Proposicién 1. Sea (V,(-,-)) un K-espacio euclideo de dimension finita y {x1,x2, - ,2,}

J

Antes de comenzar con la demostracién, veamos una manera conveniente de escribir la matriz

Glaywa,oe 20}
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Sea B = {v1, -+ ,v,} una base ortonormal de V. Es decir ||v;|| = 1 para todo ¢ = 1,2--- ,ny
(vi,vj) = 0 para todo i # j. Entonces, tenemos que Gg = Ip,x, (comprobarlo) y, por el Ejercicio
3 a),

(wi,25) = ([,]°)* G [2:]° = ([25]°)" [2i],
paratodoi=1,2,--- ,ryj=1,2,--- ,r. Sea
A= (2] [22]® - [a,)P | € C™,

la matriz que resulta de poner en sus columnas las coordenadas en base B de los vectores z1,x3,- - - , T.
Entonces, observar que

(z1,21) (x2,21) -+ (@p,21)
T (v1,22) (72,2) -+ (7p,72)
{122, w0} =
(v1,20) (m2,20) - (@, 2)
([z1]B)" [w1)P ([21]P)" [w2)® ([z1])* [wr]®
([22]P)* [21]® ([a2]P)* [22]° ([x2]P)* [2:]® .
([,17)" [21)® ([2,05)" [w2]® o ([f)* [2,]°
Ahora si vamos a demostar la Proposicion.
Dem. Supongamos que {x1, 2, - ,z,} es un conjunto LD de V. Entonces, por definicién de inde-
pendencia lineal, existen escalares aj, as,--- ,a, € K no todos nulos, tales que
a1x1 + agxe + - - - + apxy = Oy.
Sea z :=[a; as --- a,]T # Ogr. Entonces, tenemos que
ai
B 1B B a2 B B B
Az = [[ 1] [x2]” -+ [2s]7 ] | = alm]” +asfza]” + - +arlzy]” =
Qa4
= [a1$1 + asxo + -+ arivr]B = [OV}B = Okn.
Entonces
G%—‘xl7x27“.7x7‘}2 = A*AZ = A*OK'n = OK’I‘.
Por lo tanto z € nul(G{Txl,m,m ,xT}). Entonces como z # Ogr, se sigue que dim(nul(Gf‘{Fxhx%_ ,xr}» >0

T

{z1,22, 20}

es una matriz de r X r cuyo rango no es completo, entonces det(G{Tx1 oo }) = 0. Finalmen-
) ) o

te como el determinante de una matriz y el determinante de su transpuesta coinciden, tenemos

det(G iz, mym w,y) = det(G, L, o 0y) = 0.

o0, usando el Teorema de la dimension, se sigue que 71(]((?%;31 A xr}) < r. Por lo tanto, G

11



Reciprocamente, si det(G;, ... #,}) = 0, entonces det(G{Tm1,xz,~--,mr}) = det(Gz) 20, 2p)) = O

Entonces, existe un vector no nulo z = [z1 z2-- - zT]T € K" tal que

G, )7 = ATAz = Ogr.

{5017502,“‘ ’

Entonces,
Z*A*Az = 2" 0gr = 0.

Observar que z*A*Az = (Az)*(Az) = ||Az||pic, donde || - ||pic denota el producto interno canénico de
K™. Entonces,
[ Az]|pic = 0.

Por lo tanto, Az = Ogn, entonces

Ogn = Az = zl[xl]B + 22[:62]8 4+ 4 zr[xT]B = [z121 + 2022+ -+ - + szT]B.
Entonces,
21T1 + 2272 + - -+ + 22 = Oy,
y como 21, 22, -+ , 2 € K son escalares no todos nulos, se sigue que {x1,z2, - ,z,} es un conjunto
LD de V. O

De la Proposicién 1 es imediato ver que: si (V, (-, -)) un K-espacio euclideo de dimensién finita
y {x1, 22, - ,z,} un conjunto de vectores de V. Entonces

{z1,22, -, 2} es LI siy sdlo si det(G g, 29, ,3) 7 0.

Notacién para triangulos

Sea (V,(-,-)) un R-espacio euclideo, se define el dngulo 6 entre dos vectores no nulos x e y
mediante la férmula
(z,y)

cosf = — 2,
]| [yl
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Sean u,v,w € V (3 puntos no alineados) en el R-espacio euclideo (V,(-,-)), el siguiente es el
triangulo de vértices u, v, w :

Figura 1: Notacion triangulo.
Con la notacién de la Figura 1, se sigue que:
c=v—u, a=w-—v, b=u—w.

Como u, v, w son puntos no alineados, se sigue que a, b, ¢ # Oy. Entonces, podemos considerar los
vectores normalizados:

_ a 3 b . c
ad=-—7 b=— &= .
lal] 1] el
Comprobar que ||@|| = ||b|| = ||¢| = 1. En cudnto a los dngulos interiores del triangulo, tenemos que:

(e, —b) < c b > I
cosa = =( —,— )=(¢—b),
[lell[[ol] el o] < >

donde usamos i.2) de la definicién de producto interno. De la misma manera,

(a,—c) L. (—a,b) ~ 7
= — (@, — = ={-ab).
co0s = i = (8 =€) o = migr = {—a.b)

Para obtener los angulos interiores del triangulo, observar los signos que usamos en las férmulas de

los dangulos.
La altura del tridangulo se obtiene como

1] = [|b] sin(cv).
Finalmente recordemos las siguientes identidades trigonémetricas: sean «a, 8 € R entonces
» cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B),

= cos(a)? +sin(a)? = 1.
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Ejercicio 6 : Sea (V,(-,-)) un R-espacio vectorial. Sean v;,vy dos vectores linealmente in-
dependientes. Demostrar que la suma de los dangulos internos del triangulo de vertices 0,v1,vs es
.

Dem. Con la notacion de la Figura 1, tenemos que u = Oy,v = v, w = v, entonces ¢ = vy, a =
v9 — v1, b= —vy. Entonces,

a+b+c=wvy—v1 —vy+ v =0y,

entonces el conjunto {a,b, c} es linealmente dependiente en V y por lo tanto, por la Proposicién 1,
su Gramiano se anula, es decir

lall*  {a,b) (a,c)
det Giopep = det | (bya) [Ib|*> (b,c) | =0.
(ca) (eb) ef?

Desarrollando el determinante por la primera columna, operando y usando que como estamos en un
R-espacio vectorial el producto interno es simétrico, tenemos que

lal* 18I el® — llall® {b,¢)* = (a,0)* [lell* = {a, e} [[b)* +2(b,¢) {a,b) (a,c) = 0.

Ahora, si dividimos la expresién anterior por ||al|?||b]|?|/c||* # 0 y normalizamos los vectores, nos
queda:

—
\
S

j=akt
™
~_—
no
\
S
N
(=i
~—
no
\
—~
o
™
~
no
+
[\)
PSS
jeakt
o™
~_—
S
jo )
[wak
~_—
—
N
o™
~
Il
o

< B,é>2)(1— <a,5>2) _ < ,5> <a,6>;+<d,5>2—2<5,5><a,6><a,5) _
\/1—<B, >2\/1—<a,5>2:|—<a,5>+<6,5><a,6>|.

- \ 2
Recordemos que: cosa = <E, —b>, entonces sina = V1 —cosa? = (/1 — <5,b> . De la mis-
ma manera, tenemos que cosf3 = (a,—¢), sinff = \/1—(&,6)2, cosy = <—C~L,Z~)>, siny =
\ 2
1—<d,b> .

Entonces, reemplazando en la ecuacién anterior por las expresiones de los cosenos y senos de los
angulos correspondientes, nos queda:

™

sin asiny = | cos 8 4 cos v cosy| = cos  + cos a cos 7y,

donde usamos que como «, 3,7y € [0, §] el coseno es mayor o igual a 0 y podemos eliminar el médulo.
Entonces, pasando de término, nos queda
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—cos 3 = cos (m — ) = cosacosy — sinasiny = cos(a + 7).

Como en el intervalo [0, 7] el coseno es biyectivo, se sigue que

T—B=a+7, entonces a+ B +y=m

y probamos lo que queriamos. ]

Ejercicio 8: Sea (V,(-,-)) un R-espacio euclideo de dimensién 3 y sea
B = {u1,uz, uz} C{u € V:llul| =1},
una base de V tal que [|u; +ujl|? =2+ V3 y |u; — uy]|? = 2 — /3 para i # j.

a) Hallar la matriz del producto interno (-,-) en la base B.

C

)

b) Hallar © := [ arc COS(<Ui7Uj >)]’i€{1,2,3}7j€{1,2,3}’
) Calcular al drea del triangulo de vértices, u1, ug, us.
)

d) Determinar los vértices de un tridngulo rectangulo 7" tal que T' C gen{ui,us} y cuyos catetos
midan 3 y 4.

Dem. a): Vamos a calcular la matriz

HU1||2 <U1,U,2> <'LL1,'LL3>

Gp= | (uz,ur) uz® (uz,us)
(us,ur) (ug,uz)  us|
Como uy,ug,us € {u € V: ||ul]| = 1}, entonces |lu|| = ||uz| = [Jus| = 1.

Como estamos es un R-espacio euclideo podemos usar la ecuacion (5). Entonces, si ¢ # j,

Cupyy = ol =l = vl 24+v3-(2-V5) _ V3
v 4 4 2

Por lo tanto

il
o = i
~ S

b) : Como arccos(1l) =0y arc cos(@) = §, tenemos que

@

I
ololn ©
ol ool
R=SEYENE

¢) : Con la notacién de la Figura 1, tenemos que u = uj, v = ug, w = uz. Entonces

cC=v—u=us— Uy, b=u—w=u; — us.
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Entonces ||CH2 = ||ue —u1H2 =2—-/3, ||b||2 = ||ug —u?,||2 =2—3y (e,b) = (ug —ug,u; —ug) =
(up,ur ) — (uz,ug) = Jur? + (w1, ug) = B = % — 14 % = ¥3=2_ Entonces,

(e,-0)? (552 1

TP T @ vER &

cos(a)?

Entonces

sin(a) = /(1 —cos(a)?) = /1 — % = \23

Por lo tanto, Arear = ||CH”2L” = HCHM = \/(2 - \/§)\/(2 - ﬁ)@ =(2- ﬁ)@ = § — 3

d) : Con la notacién de la Figura 1, buscamos un triangulo de vértices u,v,w € V tales que a = 7
(tridngulo rectdngulo) u, v, w € gen{ui,us} y los catetos que son ¢ y b midan 3 y 4 respectivamente,
es decir |[c]| = |lv—u| =3, ||b]]| = ||lu—w| =4,y 0= (¢,—b) = (v—u,w—u). Como nos piden
un tridngulo (es decir no tenemos que hallar todos los tridngulos que cumplen lo anterior), para
simplificar cuentas, podemos suponer que u = Oy, v = zgu1, para cierto zgp € Ry w = z1u1 + z1uo,
para ciertos z1, z1 € R. Entonces, como u, v, w € gen{uy,us} el tridngulo T con esos vértices cumple
T C gen{uy,us}.

Vamos a obtener los escalares zp, 21,20 € R para que T quede totalmente definido. Para eso
vamos a usar los datos:

3= llell = [lv = ull = [lzowall = |2o0[luall = |20]-
Tomamos zg = 3 (podriamos haber tomado también zy = —3). Entonces

V3

0=1{(c,b)=(v,w) = (3u1, z1u1 + 22u2 ) = 321 {(u1,u1 ) + 322 (u1,uz) :321—&—3227.

3

Entonces z; = —2273. Entonces, usando que
16 = [[p]|* = lu — wl|* = |[z1us + 20us]|* = 2F|wr[|* + 23[jua|® + 22122 (uz, uz ) =

= z% + z% + 2129V/3.

V3

Reemplazando z1 = —22%>, nos queda que

3 3 1
16 = Z%Z +z% - z§§ = Zzg

Entonces |z2| = v/64 = 8. Tomamos zy = 8 y entonces z; = —8@ = —44/3.
Entonces, el triangulo T de vértices u = Oy, v = 3u; y w = —4v/3u; +8us, cumple con lo pedido.

O]
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